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Introduction 
Soit G un groupe de Lie compact connexe, BG son classifiant. On se propose de 
comparer la partie libre de l’homotopie stable de BG, c’est-a-dire &BG)/Tot, aux 
elements primitifs pour la coaction dans la K-homologie complexe de BG. 
Rappelons d’abord que K*(X) est un comodule sur la coalgebre des cooperations 
K,K [l]. On a done un homomorphisme de K,(pt)-module: 
V/K : &(X)--+&K @ K*tX)* 
K,(P1) 
On dit alors que XE K,(X) est primitif pour la coaction si 
l&(x) = 1 ox. 
On notera P&(X) le groupe des elements primitifs pour la coaction, et on dira 
primiCif pour ‘primitif pour la coaction’. I1 est classique [13, chap. 17, corollaire 
17.141 que l’homomorphisme de Hurewicz stable k: z$$X)--+K,(X) a son image 
contenue dans PK,(X). Par ailleurs, k : &X)-+PK*(X) devient un isomorphisme 
apres tensorisation par Q ([ 13, chap. 171 et [7]). 
Si on fixe un nombre premier p, distinct de 2, il est possible de montrer qu’en 
basses dimensions les groupes &(BG)&Tor et PK2,1(BG),,, sont isomorphes. la 
theorie homologique connexe associee a (Ad&( -) (voir Paragraphe 1) et des 
arguments de comparaison de suites spectrales permettent d’etablir qu’il y a 
isomorphisme au moins pour 2n 52~’ - 2p - 2. Diverses techniques permettent 
d’ameliorer sensiblement cette borne dans de nombreux cas. Par esemple, si y ne 
divise pas l’ordre du groupe de Weyl de G, on obtient l’isomorphisme pour 2n 5 
2p3-4p2+2p-2. 
Dans le cas ou G= U(n), on a aussi les resuhats de V. Snaith [12, Part I]. 
L’isomorphisme en tout degre est connu pour G = S’ (R. Masher, Some stable 
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homotopy of complex projective spaces, Topology 7 (1968)) et pour G=S3 (D. 
S.ggal, On stable homotopy of quaternionic and complex projective spaces, Proc. 
AMS 25 (1970)). Dun autre cot& il n’y a pas, a la connaissance de l’auteur, de 
contra-exemples a la conjecture selon laquelle &(BG)&Tor z PK,,#3G),,, . 
Si on veut obtenir des resultats en p =2, il convient de travailler avec la K- 
homologie reek #XI&( - ). Les calcuis sont en general plus difficiles. 
Supposom de nouveau p# 2, on va montrer qu’apres inversion de certains 
elements, la conjecture est vraie. Comme BU” est un H-espace, rrs*(SU”) et 
t des anneaux. Alors, si on inverse n’importe quel &!ment non nul 
ainsi que son image dans P&(BT”),,,, I’homomorphisme de 
t;furewicz stable devient un isomorphisme. La dbmonstration utilise un thebr+me de 
H. Milk dkcrivant une certaine locaiisation de i’homotopie stable module p 
( g $2‘). Ce theoreme permet de relier les groupes d’homotopie stable ainsi localises 
aux primitifs en K-homologie (Paragraphes 1 et 2). 11 faut ensuite utiliser des rela- 
tons dam &BIT”, Z/p). 
etablkt, si le resultat souhaite n’est pas vrai, une contradiction avec le 
eme de Miller. Le cas general, G compalzt connexe, peut se prouver soit par 
recurrence swr le rang de G, soit plus simplement en etendant le theoritme de Miller 
aux theories rdduites modulo p” (Corollaire 64). Ceci necessite ssentiellement la
construction d’elements adequats dans ni(pt, Up”) (Lemme 3). 
La demonstration necessite aussi quelques informations arithmetiques sur 
PK,(BG). 11 est commode de les exprimer en decrivant &(BG) g l’aide des 
polynomes numeriques (Paragraphe 1). 
Le cas du nombre premier 2 necessiterait une etude speciale. I1 faut, ainsi qu’on 
f’a dit, travailler avec la K-homologie reelle; or, il est plus difficile de decrire 
KO*fBG) et fKO*(BG) que KJBG) et PK,(BG). Ces groupes contiennent de la 
torsion ce qui empecherait une identification au Paragraphe I. Ensuite, il y a un 
analogue diu Theoreme de Miller pour p = 2 (M. Mahowald, The image of J in the 
.I-I.I? sequence, Annals of Math. 116 (1982); bo-resolutionsr Pacific J. Math. 192 
(I98I)), mais sa formulation est compliquee ntre autres par le fait que la theorie 
& -, z/2) n’est pas multiplicative. De meme, les generalisations sont plus delicates 
(voir 161). Qn supposera done dans la suite que 2 est inverse. 
1‘ apqels szlr K,(BG) ([lo]) et rCsultats 
Soit G uw groupe de Lie compact connexe, i : UkG l’inclusion d’un tore maxi- 
al, IF le groupe de Weyl. 
Considerons d’abord de cas G =Uk; on sait [9] que Ko(BUk) est isomorphe en 
‘anneau de Pontryagin a l’algtbre Ek des polynomes numeriques en k 
5: 
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Si l’on revient au cas general, le groupe W agit sur Ek; comme W laisse invariant 
l’ensemble des formes lineaires en les X,, l’action de W est determinee par une 
representation Q: W+GL(k, Z). Cette representation est celle don&e par l’action de 
W sur le reseau entier de C;, c’cst-a-dire le noyau de l’exponentielle de 2 (IF”)-+ U”. 
On definit alors le Z-module Ew C QIXl, . . . , X,l par P(X, , . . . , Xk) E El+/ si et 
seulement si: 
(i) KM W, co* P=P. 
(ii) V(nl, . . . , nkkzk9 (# W/#~~~,,.,.,n,,)P(nl* •~-dhk~~ ob &,,...,nk)c w est 
le stabilisateur de (q, . . . , nk) pour L’action donnee de IV sur Z”. On deduit de [2] 
et [4] un diagramme commutatif: 
Ko(BTk) - E, 
oh les fleches horizontales sont des isomorphismes, ,U est la symetrisation qui, a 
&Ek, associe l/# W~wErr~~~ P. 
Ii est alors facile de voir que les elements primitifs de degre 2n dans K,(BT”) 
(resp. X,(BG)) s’identifient aux polynomes homogknes de degre n dans Ek (resp. 
E,). On notera jrEk (resp. HE,,) l’ensemble des polynomes homogenes. 
On a done un diagramme commutatif: 
P&(BTk) 5 HE k 
P&(BG) J HE W 
Les fleches ont graduees, en graduant a droite par deux fois le degre polynomial. 
La f&he horizontale supkrieure est un isomorphisme d’unneaux. 
Remarque. Dans [lo], seul le cas G = U(n), W= Gn est envisage. Le cas general, qui 
n’est pas difficile, sera trait6 ailleurs. 
On est maintenant en mesure d’enoncer le resultat essentiel. Notons U(X,, . . . , XA) 
pour le polynome HUE @, 0. XI. 
ThCoreme 1. Soit P(X,, . . . , Xk_) E HEIf-, alors, le po/yncirne de W&i . 
I/(x, , . . . , & )“P(x, , . . . , &) est, pour tout entier n ussez grand, dans /‘image de 
I’homomorphisme de Hurewicz stable, localis en dehors de 2; 
L. Sch wart2 
En particulier, si G = Uk, puisque HEk est un anneau et que @(BUk) est isomor- 
phe aux polyn6mes de degrk 1 dans HEk, on a: 
[l/X]&3T”)/Tor = (l/X]HEk, 
air X disigne n’importe quel 61Cment indivisible de n”@Uk). 
Si G = W(n), W= & et P(X, , . . . , X,,) E NE,,,; alors, pour N assez grand, 
(X, l *- xn)NpIX,, . . . , X,,) est stablement sphkrique. On suppose qu’on a localis en 
dehors de 2, mZme si on omet de le prtciser. 
II est facile de traduire ce resultat en termes homologiques avec le caractke de 
Chern. 
La dkmonstration nkessite qu’on fasse appel B la thioris homologique 
(Ad&( -) definie comme fibre de w Q - I de la K-homologie complexe dans elle- 
m&ne, air ~9 designi: l’opkation d’Adams, 4 &ant une puissance d’un nombre 
premier. Cettie thkorie peut &re aussi dkfinie par un dilaqage non connexe de 
i’espace de lacet infini Z x BGL+( ff9) ([9], [ 111). Fixons p distinct de 2 et premier ti 
q. On a la suite exacte [9]: 
On sait en effet ((21, [4)) que K 2n + ,(BG) = (0} . Le groupe (Ad,),,(BG),,, est done 
identifik aux invariants de l’opkration d’Adams w9 dans K2n(BG)(P). Or, il est 
facile de voir qu’un Mment primitif est invariant par ~9. (Ceci rksulte des dkfini- 
tions, voir [I, partie III, chap. 121 et [9].) Done (Ad,)2n(BG)(p,>PK2n(BG)(p). 
Maintenant 9 il r&Me de [7] et [ 13, chap. 171, que cette inclusion est un isomor- 
phisme apr&s tensorisation par Q. Comme les deux groupes consid&% sont ZcPJ- 
libres, en revenant g la dkfinition de IV&(X), on conclut que 
Remarque. Dans le cas oti p = 2, comme il y a de la torsion dans KO*(BG), la con- 
clusion est fausse & priori. 
On dkmontrera done le thkorkme en remplacant les groupes PK2,,(BG),,j par les 
groupes (Ad,)2n(BG)P. On notera a : 7&-)-+(Ad&( -) I’homomorphisme de 
Hurewicz stable. La dkmonstration du thkorkme se fera d’abord pour G = Uk puis 
dans le cas gMra1. La mkthode utili&e pour le cas g&k-al pourrait tgalement 
donner le cas G = Bk mais la premikre mkthode, plus simple, presente aussi son 
ink-et . 
2. D&nonstration du ThCor&me 1 pour G = lTk 
On doit utiliser la thitorie (Ad&(-J/p) 131. On choisit q tel que q engendre 
(Z/p”)*. On a [5]: 
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oh a~ W&,.,-&-U/p) et SE (Adu)zp- 3@t,H/p). 
Le sous-groupe de n?(pt)(,,, engendri: par les 616ments de Im J s’envoie isomor- 
phiquement sur (Ad&-,(pt)(,,. 
LWment 6 est I’image par a de la Gduction modulo p de 1’616ment 
QI~ E n$,_ J(pt). LWment a est l’image par a d’un 616ment de n$_ 2(pt, Z/p) qui 
s’envoie sur cyl par I’homomorphisme de Bockstein. On notera Cgalement a un tel 
Gment dans & _ 2(pt, Z/p). 
On peut alors considbrer iFJa]@E(& comme un sous-anneau de trz(pt,Z/p). 
On a: 
ThCoritme (H. Miller) [8]. Les thbories homologigues [ 1 /a]& -, Z/p) et 
(Ad,)&, L/p) sont isomorphes. 
D&mqnstration du Thkortime 1 pour C = T”. Soit P(X,, . . . , X,.) E (Ad,),,,(BB”),,,; 
on supposera P(X,, . . . , Xk) non p-divisible, Xi l P(X,, . . . , Xk) l’est aussi. 11 existe 
alors un plus petit entier n(i) tel que p”“‘XiP(X ], . . . , X,) soit stablement sphirique 
car a est un ismorphisme aprks tensorisation par Q. La suite des entiers n(i) est 
dkcroissante, car si p”(‘)X,‘P(X, , . . . , Xk) est stablement spherique, il en est de meme 
pour p”(‘)Xi + ’ P(X 1, . . . , Xk), X1 &ant stablement sph&-ique. 
La suite n(i) est done stationnaire en une valeur no pour i assez grand. DOW, 
pnOx;P(x, , . . . , Xk), pour tout i assez grand, disons pour i > io, provient d ‘WI 
eV&nent indivisible de rt:(BU” )! p). 
Notons r une classe dans &BU”) telle que a(T) =p’W~‘P(&, . . . , X,). 
Dans nz(BS ‘, Z/p), on a la relation Xp = crX 191, X &ant rrn gh&atew de 
$(BS ’ ). 
Ce rksultat classique n’est pas explicitement dans [9], mais il en resulte facilement 
(voir L. Schwartz, Quelques families dW&nents dans &UT”, Z/p), C. R. Acad. 
Sci. Paris. t. 296, s&rie I (1981)). 
On deduit alors des remarques precedentes que la classe & l X1 l r est non nulle 
dans n~(BTk,Z/p): comme X, est stablement sphCrique, on peut former 
XyP- I)+ 1 
l I’ dont la rdduction modulo p est & 9 X, l K On a alors le diagramme: 
x:“P- I)+ 1 - ,--E n:(BlJ$,, -‘w (Ad,),W k, ( P) 
(2) 
rr$(BU”,Z/p) -L (Ad,&(BTX, 2 ip) 
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hit Q est la reduction modulo p. L’element XI l rest non nul dans [ ~/~]R$(BU’, Z/p) 
car CT” 9X1 l f # 0 pour tout n; mais @(a(r)) = 0 si no > 0. I1 y a contradiction, done 
nO==O. 
Pour obtertir le theoreme sans localisation, il suffit de remarquer qu’il suffit d’ef- 
fectuer Pop&ration prtkedente pour un nombre fini de nombres premiers. 
I-I. Miller m’a communiquk la gCn&ralisation suivante: Soit Y un spectre, alors, 
avec les notations precedentes: 
I I + IIKF,)*(BS'+AY),,~K*(Y),,,n $ nS*(BS'+AY)(,,, [ 1 
& -3 est la thCorie associke ti un ICla<:age connexe de Z x BGL+(lF,). 
Ce r&ultat est 1% 5 la remarque algCbrique suivante: Si P(X,, . . . , XA-) E HE,,, 
alors p(X,~..,.,Xk_l,l)~Ek_l; inversement, si R(X,,...,X&EE~_,, clors 
X,.NR(X, /x,, . . . , Xk _ 1 /Xk) E Ek pour N assez grand. Tout element de HE, peut 
&re ootenu ktsi, mais, partant de R, on n’a pas de moyen general pour conna’itre 
la meilleure borne pour N. 
3. Extensioin 6u ThCorbne de EL MiPller 
La demonstration du cas gtniral nkessite l’extension du Theorkme de H. Miller 
aux theories ns( - J/p*) et (Ad&(-,J,/p”). 
On notera @n,n _ 1 la reduction module p”- ’ : 
en,n-1 : h,(-,B/p”)4h,(-,Z/p”-‘). 
De msme, pour men, on notera e,,,=e,,.-1*@,-1,.-2”.@,~+1,~~. 
On a alors le: 
!Lemma 2. JJ existe des &l&ments “a!~ (Ad&Pn-+ ,,(pt,Z/p”) tels que: 
(i) ’ Q = a E (Ad& _ z(pf LZ /p). 
(ii) enen_ I(na)=“-‘~P. 
(iii) E W6!ment “cy engerzdre un sous-anneau polyn6miai Up” [“a] de 
(Ad&&t, Z/P” h 
(iv) “Q est envoy6 par I’homomorphisme de Bockstein sur le gt!n&ateur apn- I, 
d’ordre p”, de (Ac!,),~ lip_ lb_ ,(pt). 
Ce gentrateur est note cy pn -I car il provient de Im Jfp, (voir [13, chap. 191). 
Le yreuve se fait par recurrence sur n, en consider-ant la suite exacte: 
ar la cofibration d’espaces de Moore [3]: Mp+Mpn -Wpfl 1, oh M4 est 
de ~~oore d’ordre q. 
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On utilise le fait que Q,,, _ 1 est multip iicative. 
On peut maintenant choisir des elements, qu’on notera aussi ‘k, dans 
Tl;pn I(~_ r,(pt,I/p”), qui verifient les proprietes (i), (ii) et (iii) du Lemme 2 (avec 
les modkications evidentes), et tels que “cy soit envoye sur CYST 1 par l’application: 
On verifie ceci par recurrence: ‘cz E & _ z(pt, Z/p) est bien defini, et il est 
facile de voir que ‘ap est envoy6 sur zero par I’homomorphisme de Bockstein: 
&p-l, P 
. 
( t,Z/p)+z~p~p.. t)_ ,(pt,iZ/p) car celui-ci agit comrne une derivation. Done, 
1 P 
a provient d’un element 2a E J$‘~(~_ i,(pt, Z/p2). L’element 2~ vkrifie les pro- 
prietes requises. On pro&de alors par induction; econcons le 
Lemme 3. I1 existe des elements “CY E 71’ 2pfl ~(,_i,(pt,Z/p”) qui sont envoy&s par 
l’homomorphisme 
a : 7c;pf+ lfp- i,(p t, ~Wj+(Ad,j,,n I(/?- I,(PC Z/P”) 
sur /es elements qu ‘on a note “a dans ie Lemme 2. Par ailleurs, on a: 
(0 *a E: $fp- &t, z/p). 
(ii) ~n,n_I(n~)=n-l~Pwr~pn-~~p_I~(pt,Z/pn-l). 
(iii) L ‘element “a engendre un sous-anneau polyniimial Z/p”[“a] de 
ns*(pt, Z/p” ). 
(iv) L ‘element “a est envoye sur le generateur apn 1 de (Ad&n ltp- 1) _ 1 (pt) par 
l’homomorphisme 
On en deduit le: 
Corollaire 4. On a un isomorphisme de theories homologiques: 
1 
[ 1 - z:(-,Z/p”)=(Ad,),(-,Up”). “a! 
Preuve. 11 suffit essentiellement de montrer que le diagramme suivant est com- 
mutatif: 
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La commutativite du carre III resulte du Lemme 3(ii), celle du carre I du fait que 
I’homomorphisme de lE3ockstein 6 agit comme une derivation et de ce que cS(~- ‘a”) 
eat nuI darts n&&Z/p). Celle du carre II resulte de la formule suivante: Soit 
y E ~s*(pt, Z/j?), x E &X, Up), aIors: i(e,, I ( y) l x) = y l i(x). 
En revenant a [3] et [I4], on constate que cette flormule est equivalente a la com- 
mutativite B Romotopie pres du diagramme: 
Mp~Mgn 
inAll 






ou i, est inchrite par Z/pc+Z/p”, r,, est induite par Up” -G/p, q,, est l’application 
qui sert a &Xinir ie produit en theorie mod p”. 
La commwtativite st facile a voir a l’aide de [3, $41. 
On dedt.U alors de (3) le diagramme commutatif: 
Le lemme des 5 nous donne l’isomorphie au milieu. 
Remarque 1, Ce resultat, dans un langage different, a e:e etabli par M. Crabb et 
K.H. Knapp (y compris pour p=2) [6] ainsi que par S. Oka et, probablement, par 
d’autres acteurs. 
emarque 2. Si on note “y un klkment quelconque de n&n- I(~_ I,(pt, Z/p”) qui 
envoie sur tip” 1 E (Ad,)zPn Q_ I,(pt,Z/p”l par 
s 
%nn I(~- I,(PWP”)-+&~ lip- I)-- l(pt)-,(Ad&,,J lfP- I)- l(pt), 
n-1&? n*n- *(“y) =“- w+p, dks que u est assez grand. 
On va pasw maintenant au cas g&b-al du thkorkme. 
du cas gCnCral 
emme gCn&alisant la relation Xp = CwX clans 
suivant dO a. M. Crab et K.H. Knapp [6]: 
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Lemme 5, On a [a re/ution Xl”’ ‘(I’- ‘I’ “’ k = “oXn ’ k dam n:(BS ‘, Z/y”) di?s qut? k 
est assez grand. 
Rreuve. La relation a lieu dans (Ad&OS *, Z/p”) pour tout k, car elle a lieu dans 
&(BS’, Z/p”). Elle y est consequence du .^ait que K,(BS’ ) est isomorphe a l’an- 
neau des polynomes numeriques en une variable et de la congruence de Fermat: 
up” ‘(P- 1)+n =an (p”). 
L’element Xp ” VP- 1) _ naxn est done dans le noyau de 
a: &BS’, Z/p”)-+(Ad,)*(BS’, Up”). 
Mais un resultat de Snaith [12, part II, $91 nous donne: 
7rS*(BS’, Z/p”) z (Ad,),(BS’,Z/p”)~Z/p”[X, X-l]. 
On en deduit que Xk= (Xp” ‘lp- l)+” - n (XX’) est nul, si k est assez grand. 
La preuve donnee ici n’est pas celle de M. Crabb et K.H. Knapp qui ne fait pas 
appel au Theoreme de Snaith et permet meme de retrouver ce dernier resultat. 
Preuve du ThCori?me 1. On suivra une idee appliquee par M. Crabb et K.H. Knapp 
au cas des espaces @lP”/CiPk. 
Ecrivons d’abord # W=p’ l r, (p, r) = 1. Soit P(X,, . . . , Xk) E: HEM., 
# Wa P<x ,,..., X&HEk. 
Rappelons que U(X, , . . . , X,) = n,, cc’ cz) l X 1. 11 resulte du cas G - Uk que - 
L/(x,, a*-, X,)“* # w- P(X,, . . . , X,) 
est stablement spherique, c’est a dire provient de n!@lJ”)(,,, pour n assez grand. 
Quitte a remplacer P par U” l P, on peut done supposer # W- P stablement 
spherique. Posons R = # W 9 P. 
Considerons le diagramme: 
Wn- RE&BU~)-- 
I 




d(BG, Z/p’ ) 
L. Schwartz 
La famille IV”, R est envoyee sur zero dans (Ad )*(BG,H/p’). 
x 
L’application du Lemme 5 nous donne dans c+@T”,Z.,‘~‘) la relation: 
~P’-‘(P-l)l+r+k.R-t~#W. UtSk.R=O pour k assez grand. 
LL suffit d’appliquer 0 E W a la relation du Lemme 5 et de multiplier termes a termes. 
Fixons k te8 que la relation soit satisfaite. La famille U’ # wW’(P- w’+‘+~ 9 R 
reduit sur ‘GC”\ # w. U’+ke R E &BIJk; Z/p’). 
Ile doit, d’apres le Lemme 3, s’envoyer sur zero dans (Ad,)@G, Z/p’), ce qui 
entrajne que ‘ix”. U’ + ‘. R doit Etre nul pour u assez grand dans n~(BG,Z/p’). Ce 
quiQnt&n&venfin que U1#W(pf~‘(p-l)‘r’k).R’ est divisible par p’ dans n$(BG) des 
R est assez grand. 
n choisissant diverses valeurs de k, on en conclut que U” l P est stablement 
rique des que n est assez grand. Qn obtient le theoreme sans localiser car il suffit 
d’appliquer %e resultat pour un nombre fini d’entiers premiers. 
D’autres methodes dues ii ht. Crabb et K.H, Knapp [6] permettraient d’obtenir 
une borne a partir de laquelle U” l P est stableyent spherique. 
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